CAPITULO 2

FUNCOES VETORIAIS DE UMA
VARIAVEL REAL

2.1 Funcoes Vetoriais de Uma Variavel Real

Vamos agora tratar de um caso particular de fungoes vetoriais F' : Dom(f) C R — R™,
que sao as fungoes vetoriais de apenas uma variavel real. Neste caso, temos que n = 1,
i.e. 0 dominio é um subconjunto de R.

DEFINICAO 2.1.1: Dado um conjunto Dom(F) C R, uma funcdio vetorial F de
uma varidvel real é uma correspondéncia que a cada ponto t € Dom(F), associa um e
apenas um Y = (y1, 92, ..., Ym) € R™. De forma simbdlica, escrevemos

F : Dom(F)CR — R™
t = F(t) = (y17y27--~,ym>‘

Exemplo 2.1.1: Abaixo, temos exemplos de fungoes vetoriais de uma varidavel real
comm =2 ((a) e (c)) em =23 ((b) e (d)).
a) Fi(t) = (2t,4t), t > 0.
) (t) (t, 2t, 4t), t> 0.
c) F3(t) = (
d)

t) = (2cost,3 sent), t € [0, 27].
Fy(t) = (cost, sent,t), t > 0.

2.2 Operacoes com Funcoes Vetoriais de Uma Vari-
avel Real

Definimos a seguir as usuais operagoes de adigao (e diferenga) e multiplicagdo por es-
calar no conjunto das funcgoes vetoriais, da mesma forma como se faz para funcoes
reais em Célculo 1A. Além disso, definimos outras operagoes (produto e quociente por

11
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fungao escalar), que também sao realizadas em Célculo 1A e introduzimos duas novas
definigoes (produto interno ou escalar e produto vetorial), que sdo operagoes entre ve-
tores.

DEFINIQAO 2.2.1: Considere as funcoes F;G: D CR —->R"e f: DCR —>Re
a constante k € R. Neste caso, definimos as seguintes funcgoes:

a) a funcdo FF 4+ G : D C R — R™, chamada de soma de F e G, dada por
(F+G)(t)=F(t)+ G(t),Vt e D;
b) a fungdo F' — G : D C R — R™, chamada de diferen¢a entre F' e G, dada por
(F—G)(t) = F(t) — G(t),Yt € D;
¢) a fungdo kF' : D C R — R™, chamada de produto de F pela constante k, dada por
(kF)(t) = kF(t),Vt e D;
d) a fungao fF : D C R — R™, chamada de produto de F pela fun¢ao escalar f, dada

por
(FE)) = f()F ),V € D;

F
e) se f(t) # 0, Vo € D, a funcado 7 D C R — R™, chamada de quociente de F' pela
funcao escalar f, dada por

(?) (1) = %,w €D

f) a funcdo F.G : D C R — R, chamada de produto escalar (ou produto interno) de F
e G, dada por
(F.G)(t) = F(t).G(t),Vt € D;

g)se m =3, afuncao F' x G : D C R — R3 chamada de produto vetorial de F e G,
dada por
(F'x G)(t)=F(t) x G(t),Vt € D.

Exemplo 2.2.1: Sabendo que f(t) = sent, F(t) = (t,e',t?) e G(t) = (t,1,3), calcule:

(a) F+G (b) 2F (c) fF (d) F.G (e) F x G.

Solucao: Observe que F,G : R — R3 e que f : R — R. Segue diretamente das
defini¢oes que:

a) (F+G)(1

b) (2F)(?)
c) (fF)(t)

II\_/

=F(t)+G(t ) (t e )+ (t, 1,13) = (2t, 1+€, 2 +83) (F+G : R — R3);
2F(t) = (t el t?) = (2t 2¢t 2t%) (2F : R — R3),
fF(t) = sent (t,e', t?) = (t sent, e’ sent,t? sent) (fF : R — R3);



Cdlculo 2B - Notas de Aula(em construgao) - Prof® Denise 2018-2 13

d) (F-G)(t) = F(t).G(t) = (t, et,f);(t, L) =t +e' +¢ (F-G:R—=R);
i j k

e) (FxG)Yt)=F(t)xGt)=|t gt 2| = (e — 12,83 — 't — tet)
t 1

(F+G:R— R3).

2.3 ?élculo com Funcoes Vetoriais de Uma Variavel
Rea

Veremos agora os conceito de limite, continuidade e de vetor derivada de funcoes ve-
toriais de uma variavel real. Iniciaremos com a definicao de limite. Para isto, vamos
primeiro recordar a definicao de limite de fungoes reais de uma varidveis reais vista em
Caélculo 1A. Veremos que a defini¢ao de limite de func¢oes vetoriais de uma varidvel real
contém a mesma esséncia da apresentada em Célculo 1A, onde apenas é feito o devido
ajuste na representacao das distancias entre os pontos envolvidos.

Definig¢ao de limite de fungoes da reta na reta: Seja f a fungao real f : Dom(f) C
R — R. Suponha que f estd definida em um intervalo aberto contendo o ponto
(exceto, possivelmente, no préprio ponto ¢t = ty). Escrevemos

lim f(t) = L

t—to
e lemos “o limite de f(t), quando ¢ tende a ty, é igual a L”, se pudermos ter os valores
de f(t) arbitrariamente préximos de L, bastando para isto tomar valores de ¢ suficien-
temente préximos de to (maiores e menores do que to mas, diferente de ty).

Observe que “podermos ter os valores de f(t) arbitrariamente préximos de L”significa
“podermos estabelecer ou escolher uma distancia maxima para f(t) distar L”, ou seja,
“podermos fornecer ou dar uma distancia maximo para f(t) distar L”. Por outro lado,
“bastando para isto tomar valores de t suficientemente préoximos de ty”significa que
“existe uma distancia méaxima que t pode se afastar de t;,”. Com as tradugoes apre-
sentadas, podemos reescrever a definicao acima como:

Definigao de limite de fungoes da reta na reta: Seja f a fungao real f : Dom(f) C
R — R. Suponha que f estd definida em um intervalo aberto contendo o ponto ¢,
(exceto, possivelmente, no préprio ponto t = ty). Dizemos que f(t) tende a L € R,
quando t tende a ty, cuja notacao é tlgg f(t) = L, se, para todo ¢ > 0 dado (distancia

arbitraria), existe 6 > 0 (bastar haver uma distancia) tal que,

O<|t—to] <d=|f(t) =1 <e.
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A seguir apresentaremos a traducao da definicao acima.

Tradugao da definicao acima: Dada uma funcao f : Dom(f) C R — R definida
no intervalo aberto I contendo t; (exceto possivelmente no préprio ty), dizemos que f
possui limite L quando t tente a ty se, dado uma distancia maxima que permitimos
que f(t) se afaste de L (uma distancia € dada), sempre é possivel encontrar uma outra
distancia (uma distancia ¢), tal que se ¢ nao se afastar de ¢, uma distancia maior do que
esta distancia encontrada (a distancia 0), o valor da funcao f, avaliada nos pontos desta
vizinhanga limitada de tg, estard préximo de L o quanto queremos (a distancia ¢ dada).

Ou seja, o conceito de limite é todo centrado na andlise de distancias. Como t, to, f(t)
e L s@o nimeros reais, observe que |t — ty| e |f(t) — L| representam, respectivamente,
a distancia entre t e ty e a distancia entre f(t) e L. Fixado m, onde m > 1, vamos
representar a distancia entre dois pontos A, B € R™, como d(A, B). Desta forma, como
t, to, f(t), L € R, temos que d(t,ty) = |t — to| e d(f(t),L) = |f(t) — L|. Vamos entao
reescrever a definicao de limite em termos da distancia d entre os pontos t e ¢y e os
pontos f(t) e L.

Definicao de limite de fungoes da reta na reta reescrito em termos da funcao
distancia: Seja f a funcao real f: Dom(f) C R — R. Suponha que f estd definida
em um intervalo aberto contendo o ponto ¢y (exceto, possivelmente, no préprio ponto
t = ty). Dizemos que f(t) tende a L € R, quando t tende a ty, cuja notacao é
lim f(t) = L, se, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que,

t—to

0 <d(t,ty) <d=d(f(t),L) <e.

Observe que agora a definicao de limite dada acima nao ficou amarrada ao fato de
estarmos tratando de funcoes da reta na reta, pois nao representamos o conceito de
distancia entre pontos da reta particularizando. Vamos entao substituir a funcao real
de uma variavel f por uma funcao vetorial de uma variavel real F' para definir o limite
destas ultimas fungoes.

Definicao de limite de fungoes vetoriais de uma variavel real utilizando a
funcao distancia: Seja F' a fungao vetorial F' : Dom(F) C R — R™. Suponha que
F esta definida em um intervalo aberto contendo o ponto ¢ (exceto, possivelmente, no
préprio ponto t = ty). Dizemos que F(t) tende a L € R™, quando t tende a tq, cuja

notagao é thntq F(t) = L, se para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que,
—to

0<d(tty) <d=d(F(t),L)<e.

Vamos entao fazer os devidos ajustes nas representacoes do conceito de distancias entre
os pontos, dependendo do espaco a que eles pertencem. Note que t e ty continuam
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sendo pontos da reta, de modo que d(t,ty) continua sendo representada por |t — to].
Entretanto F(t) e L agora sao pontos em R"™, de modo que precisaremos utilizar a
nocao de distancia em R"™. Lembre-se que se ¥ = (v1, Vg, ..., Up,) € U = (U, U,y ..y Uy
sao dois vetores em R™, a distancia entre v e u é dada por

10 = @l| = V(01 —u1)? + (v9 = u)? + oo+ (U — ),

onde a funcdo || .|| : R™ — R é chamada de norma. Observe ainda que

1711 = /o + 03 + .+ 02, = Vi,

No que se segue, vamos supor que Dom(F) é um intervalo ou uma uniao finita de
intervalos.

DEFINIQAO 2.3.1: (Limite de fungGes vetoriais de uma varidvel real) Seja
F' a fungao vetorial

F : Dom(F)CR — R™
Suponha que F' estd definida em um intervalo aberto contendo o ponto ty (exceto,

possivelmente, no préprio ponto ¢t = tg). Dizemos que F(t) tende a L = (Iy,...,1,,) €
R™, quando t tende a ty, cuja notagao é thI? F(t) = L, se para todo £ > 0 dado, existe
—to

0 > 0 tal que,

0 <[t —to] <O=[|F(t) = LIl = V(fi(t) = )2 + . + (fu(t) = lm)? <,

ou, equivalentemente

0<[t—to] <d= (fi(t) —1)* + ...+ (fin(t) — 1n)* < €%

Observe que a soma (f1(t) —11)% + (f2(t) = l2)? + ... + (fin(t) — l;n)? é uma soma de par-
celas positivas. Portanto, ela sera arbitrariamente pequena se, e somente se, cada uma
das parcelas for, por si sd, arbitrariamente pequena, i.e., se, e somente se, |f;(t) — i,
i =1,...,m, for arbitrariamente pequeno. Além disso, |f;(t) —l;|, i = 1,...,m, sera ar-
bitrariamente pequeno se, e somente se, }Hﬁ fi(t) =1;,i=1,...,m. Confira o teorema

a seguir.

TEOREMA 2.3.1: Seja F' a fungao vetorial

F : Dom(F)CR — R™
t = F(t) = (fl(t)va(t>v"'7fm(t))'

eseja L = (l1,1a, ..., ). Suponha que F' estd definida em um intervalo aberto contendo
o ponto ty (exceto, possivelmente, no préprio ponto t = ty). Entao, temos que

lim F(t) = L <= lim f;(t)=1;, i=1,..m.
t—to

t—to
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Além disso, existindo lim; 4, F'(t), temos que

lim F(t) = (lim fi(t), tlgg fo(t), ..., lim fm(t)> .

t—to t—to t—to

Isto é, o limite da funcao vetorial é o vetor formado pelos limites das funcoes coorde-
nadas, em suas respectivas posigoes.

Portanto, pelo teorema acima, temos que

“ 0 limite de F, quando t tende a ty, existe e € igual a L = (I1,1a,...,1l,) se e
somente se o limite de todas as suas fungoes coordenadas f;, i =1,..m, quando t
tende a ty, existem e sao iquais a l;, 1 =1,...m, respectivamente.”

t 1— t
Exemplo 2.3.1: Calcule lim ( >on , o8 )
t—0 t t

sent .1 —-cost
=1elim————— =0,
t—0

Solugao: De acordo com o teorema anterior, como lir%
t—

temos que

t—0 t t t—0 ¢ t—0 t

= (1,0).

. sent 1 — cost . sent . 1—cost
lim = | lim , lim —

Observagao 2.3.1: Caso o ponto ty € Dom(F") seja um extremo de intervalo, temos os
conceitos de limites laterais, cujas defini¢oes sao adaptacoes naturais da Definicao 2.3.1
e cujas notagoes sao as usuais. No caso ty ser um extremo inferior do intervalo, temos
o limite & direita (lim,_,,+), onde apenas consideramos uma vizinhanga a direita de o
(ie. tg <t < ty+9) e, no caso de tp ser um extremo superior do intervalo (lim, _>t0_),
temos o limite a esquerda, onde apenas consideramos uma vizinhanca a esquerda de
to (ie. to—0 <t <tpy). O Teoremas 2.3.1 permanece valido se ty € Dom(F') for um
extremo de intervalo.

As propriedades de limite conhecidas continuam validas, acrescidas agora de proprie-
dades envolvendo os produtos escalar e vetorial e a com norma em R™, em lugar do
modulo. No teorema abaixo, vamos supor que D é um intervalo ou uma uniao finita
de intervalos.

TEOREMA 2.3.2: (Propriedades de Limite) Considere as fungoes F,G :
R —-R"e f: D CR — R, tais que limy, F(t) = L, limy 4, G(t) =
lim;_4, f(t) = k. Neste caso, temos que

DC
M e
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a) limy_yy (aF £ 0G)(t) =L+ M, a,beR

) limy sy, ?) (t) = %, se k#0

d) Limy g, [[F(2)|] = [|L]]
f) se m = 3, limt_ngo(F X G)(t) =LxM

@]

Observagao 2.3.2: O Teorema 2.3.2 permanece valido se ty € D for um extremo de
intervalo.

Vejamos agora os conceito de continuidade de fungoes vetoriais de uma variavel real.

DEFINICAO 2.3.2: (Continuidade) Seja F' a funcio vetorial F' : Dom(F) C R —
R™ e seja ty € I(aberto) C Dom(F'). Dizemos que F' é continua no ponto ty, se

lim F(t) = F(ty).

t—to

Observagao 2.3.2: Caso o ponto t, € Dom(F) seja um extremo de intervalo, o limite
utilizado é um limite lateral apropriado.

Como corolario do Teorema 2.3.1, temos o teorema abaixo.

TEOREMA 2.3.3: Seja F a funcao vetorial

F : Dom(F)CR — R™
t = F(t) = (f1(t), fa(t), - fm(D)).

e seja tg € I(aberto) C Dom(F). F é continua no ponto t, se e somente se, f;,
1t =1,...,m, sao continuas no ponto tg.

Ou seja,

“F € continua em ty se e somente se todas as suas funcoes coordenadas sao
continuas em ty.”

Dizemos ainda que F' é continua em um intervalo I C Dom(F'), se F' é continua para
todo t € I e dizemos, simplesmente, que F' é continua, se I’ é continua para todo t em



Cdlculo 2B - Notas de Aula(em construgao) - Prof® Denise 2018-2 18

seu dominio.

Exemplo 2.3.2: Verifique que a func¢ao

t 1-— t
CIEE
(1,0) , set=20

F(t) =
é continua em toda reta.

Observagao 2.3.4: Caso o ponto ty € Dom(F) seja um extremo de intervalo, temos
os conceitos de continuidade lateral, cujas definicoes sao adaptacoes naturais da De-
finicao 2.3.3, utilizando os limites laterais.

Podemos agora definir formalmente o que se entende, em matematica, por uma curva,
que, de uma certa forma, reflete a nossa nocao intuitiva. Confira a definicao abaixo.

DEFINICAO 2.3.3: (Curva) Considere a funcio vetorial F : I € R — R™, onde T
¢ um intervalo da reta. Se F' é uma funcao continua, chamamos sua imagem de curva.

Em outras palavras, temos que

“curva € a tmagem de uma fun¢ao vetorial continua definida em um intervalo.”

Observagao 2.3.5: Quando estivermos nos referindo a uma curva C' em R™, imagem
da funcao (continua) F': I C R — R™, diremos que C' é uma curva parametrizada pela
funcao F' ou que F' é uma parametrizacao para C.

Exemplo 2.3.3: Esboce a curva C, parametrizada pela fungao F(t) = (¢,t%), ¢ € [0, 1].
Forneca uma outra parametrizacao para a curva C.

Observacgao 2.3.6: Nem todo autor define curva da forma que fizemos. Em alguns
livros, curva é definida como a prépria funcao vetorial continua F': I C R — R™ e sua
imagem C é chamada de tra¢o da curva. Optamos por definir da forma que fizemos
para o conceito coincidir com nossa nocao intuitiva.

Vamos agora as propriedades da derivada. No teorema abaixo, vamos supor que D é
um intervalo ou uma uniao finita de intervalos.
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TEOREMA 2.3.4: (Propriedades das fungées continuas) Suponha que as fungoes
F.G:DCR—R"e f:DCR — R sao continuas em tg € I(aberto) C D. Neste
caso, temos que

a) a fungao aF' + bG é continua em ty, a,b € R
b) as fungoes fF,F.G e ||F|| sdo continuas em ¢
c) caso m = 3, a funcdo F' x G é continua em tg

Observacgao 2.3.8: O Teorema 2.3.4 permanece valido se t; € D for um extremo de
intervalo.

Vamos agora passar ao conceito de vetor derivada, utilizando limite, da mesma forma
que fizemos para definir derivada em Caélculo 1A. A definicao de derivada através de
limite nao evidencia a esséncia do conceito, a qual reside no fato da derivada ser a
melhor tranformagao linear que aproxima a variagao da funcao numa vizinhanca do
ponto. Porém, optamos por apresentar utilizando limite, pela semelhanga com que foi
visto em Calculo 1A e pelas interpretacoes que advém desta forma de definicao. Mais
tarde, no Capitulo 11, quando definirmos a derivada de fungoes vetoriais de variaveis
reais, voltaremos a este caso particular, de uma funcao vetorial de uma variavel real,
e ficara mais claro porque optamos chamar o limite apresentado aqui como vetor deri-
vada e nao, derivada, sinplesmente.

DEFINICAO 2.3.4: (Vetor Derivada) Considere a funcao F : Dom(F) C R — R™

e seja tg € I(aberto) C D. Dizemos que F é derivdvel (ou diferencidvel) em to, se

F(to+ h) — F(to) . F(t)— F(ty)
N (z lim —)

t—to t— 1o

lim

h—0

existe. Neste caso, definimos o vetor derivada de F' em ty, denotado por F'(tg) ou

dF

%(to), como sendo o valor deste limite.
Como corolario do Teorema 2.3.1, temos o teorema abaixo.

TEOREMA 2.3.5: Seja F' a funcao vetorial

F : Dom(F)CR — R™
t = F(t) - (fl(t)vf2(t)7“'7fm<t>>‘ ’

e seja tg € I(aberto) € Dom(F). F é derivavel no ponto ty se e somente se, f;,
t=1,...,m, sao derivaveis no ponto .
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Além disso, se F' é derivavel no ponto ty, temos que

F'(to) = (fi(to) , fo(to) , -+ fr(0))-

Isto é, o vetor derivada da funcao vetorial é o vetor formado pelas derivadas das funcoes
coordenadas, em suas respectivas posigoes.

Ou seja,

“F € derivavel em ty se e somente se suas fungoes coordenadas sao derivdveis em tg
e, se F' € derivdvel em t,

F'(to) = (fi(to), s fu(t0)).”

Exemplo 2.3.4: Calcule o vetor derivada de Fem ty = 1, onde F(t) = (3t2, sent?,e”).

Solucao: Conforme observado acima, como todas as trés fungoes coordenadas de F
sao derivaveis para todo t € R, temos que
)

. (etQ)/
_ <6t\1,3t2cost3|1,2t6t2‘)

1
= (6, 3cos1, 2e).

F'(1) = (3t2 |, (sent?)

Observagao 2.3.9: Caso o ponto tyg € Dom(F') seja um extremo de intervalo, temos
os conceitos de vetores derivadas laterais, cujas definicoes sao adaptagoes naturais da
Definicao 2.3.4 e cujas notacoes sao as usuais.

Vamos agora as propriedades da derivada. No teorema abaixo, vamos supor que D é
um intervalo ou uma uniao finita de intervalos.

TEOREMA 2.3.6: (Propriedades do Vetor Derivada) Considere as fungoes
F.G:DCR—=R™e f:DCR — R, todas diferencidveis em t, € I(aberto) C D.
Neste caso, temos que

a) (aF £ bG) (tg) = aF'(ty) £bG'(ty), a,b € R

b) (fF)'(to) = f’(to) (o) + f (o) F'(to)

c) (F.G)'(to) = F'(to).G(to) + F(t0).G'(t0)

d) asom—?) (FXG) (to):F/(to) XG(t0)+F(t0) x G’ (to)
o) IF1(t0) = (VFF) (1) = )

| (o)
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Observacgao 2.3.10: O Teorema 2.3.6 permanece valido se ¢ty € D for um extremo de
intervalo.

Dizemos ainda que a funcao F' : D C R — R™ é diferencidvel ou derivdvel em um
intervalo I C D se F é diferenciavel para todo t € I e dizemos simplesmente que F' é
diferencidvel ou deriwdvel se F é derivavel para todo t € B.

2.4 Interpretagcao Geométrica do Vetor Derivada

Considere o intervalo I C R e um ponto ¢y pertence ao interior do intervalo I. Seja C'
uma curva no plano, parametrizada pela funcao continua e injetora ¥ : I C R — R?,
7 diferenciavel em ty. Considere agora dois pontos P e ) em C', cujos vetores posigao
sdo, respectivamente, 7 (ty) e 7 (to + h). Neste caso, PQ) = 7 (ty + h) — 7 (tp) é um
vetor sobre a reta secante a curva C' que contém os pontos P e @) (figura abaixo). Se
h # 0, o vetor rlto + h) = 7 (to)

qual possui a mesma direcao do vetor 7 (to + h) — 7 (ty). Além disso, quando h — 0, o
7 (to +h) —7(t)

é um muiltiplo escalar do vetor 7 (tg + h) — 7 (to), 0

vetor se aproxima de um vetor sobre a reta tangente a curva C' no

ponto P. Por esta razao, 7 '(ty) é chamado de vetor tangente a curva C, parametrizada
por 7, no ponto P. Confira a definicao a seguir.

r(tyth)

Hi1y)

DEFINICAO 2.4.1: Seja C a curva parametrizada pela funcio continua e injetora
7: I CR — R? eseja 7 (tg) € C um ponto tal que o vetor derivada 7 '(ty) existe e é
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nao-nulo.

a) (Vetor unitério tangente) O vetor # (ty) = é o vetor unitdrio tangente

'(to)
17" (to)|

=Y

a curva C' no ponto 7 (tg).

b) (Reta tangente) Uma equagao paramétrica da reta tangente a curva C' no ponto
7 (to) é dada por
(z,y) = T (to) + M\ '(to), A € R.

Exemplo 2.4.1: Determine a equagao da reta tangente a curva C', parametrizada por
7, onde 7 (t) = (cost, sent), t € [0,2x], no ponto (0,1).

Solucgao: Conforme visto acima, uma equacao da reta tangente a curva C, parametri-
zada pela fungao 7, no ponto 7 (ty), é dada por

(z,y) = 7(to) + X" '(f), A € R,

se 7'(tg) é nao-nulo. No caso, temos que 7'(t) = (— sent,cost), de modo que
||7/(t)|| # 0, para todo t € [0,2x]. Além disso, temos que o ponto (0,1) corresponde a

|
T <g . De fato, resolver a igualdade 7'(ty) = (0, 1), corresponde a resolver o sistema

x(tg) =costy = 0
to S [0, 27’(’],
y(ty) = senty = 1

. ~ ™ .
cuja solucao é ty = 5 Sendo assim, temos que

. (T T T
7 (to) =7 <§> = (— sen -, cos §> = (—1,0).
Portanto, a equacao da reta tangente pedida é dada por
(x,y) = (0,1) + A(—=1,0), A € R,
isto é,
(l’,y) = (_)‘7 1)7 A€ Ra

o que corresponde a reta
y =1

Note que 7 nao ¢ injetora em [0, 2], pois 7(0) = 7(27) = (1,0) que, apesar de nao ser
o ponto em questao no problema, é tal que a derivada a direita de 7" no ponto tg =0 é
igual a derivada de 7" a esquerda no ponto t; = 2x ((7)’,(0) = (0,1) = (¥)"_(2n)).
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v

(1N
_1\/1 X

Observagao 2.4.1: Nas definigbes anteriores, pedimos que a parametrizagao 7 fosse
injetora, pois, caso contrario, um ponto P na curva C poderia corresponder a dois
valores ty e t; distintos. Isto poderia gerar inconsisténcia se, por exemplo, os vetores
7 '(tg) e 7'(t1) forem vetores tangentes com diregoes diferentes. Com a exigéncia da
injetividade de 7, dado um ponto P na curva C, temos que a equacao 7(tg) = P fornece
uma Unica solugao para t.

Observacao 2.4.2: Se ' é uma curva no espaco, parametrizada pela funcao 7 : I C
R — R3, temos a mesma interpretacao geométrica do vetor derivada, bem como temos
as defini¢oes de vetor unitario tangente e de reta tangente, apenas com a alteracao de
que a equagao da reta tangente deve-se incluir a coordenada z, passando a ser

(xvya Z) = 7?(t()) + /\F/(t())v AeR.

2.5 Interpretacao Fisica do Vetor Derivada

Uma razao para escolher especificamente 7’(¢) como o vetor tangente, em vez de um
multiplo dele, é que em diversas aplicagoes o parametro ¢ corresponde a variavel tempo
e 7 (t) se interpreta como a posigao de uma particula que desloca ao longo da trajetéria
C' = 7(I) no espago ou no plano. Com esta interpretacdo, ||7'(t)|| corresponde a
velocidade (escalar) da particula no instante ¢ quando esta se movimenta ao longo

da trajetoria. O termo “velocidade” se deve ao fato de que, para h pequeno, tem-se

r(t) —r(t+h
que [I7() ‘2( + ¢é aproximadamente a taxa média de distancia percorrida no o

intervalo entre t e ¢ + h (figura abaixo). Além do mais, é facil mostrar que se 7'(t)
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existe,

L IFE ) = F )
h—0 ’h|

= [l (Bl

Sendo assim, ||7/(¢)|| é o limite das taxas médias em intervalos de tempo arbitraria-
mente pequenos. Desta forma, a fungao real v definida por v(t) = ||77'(t)|| é chamada
de wvelocidade escalar, e o vetor U, definido por U (t) = 7/(t), é chamado de vetor velo-
cidade no ponto 7 (t).

H(1+h)
(1)

Da mesma forma, se v (t) é derivavel, definimos @ (t) = ¥ '(t) como o vetor aceleragdo
do movimento e a(t) = ||@(t)|| como a intensidade da acelera¢ao. Quando 7 (t) des-
creve a trajetdria de uma particula de massa constante m, entao mda (t) é o vetor forga
que atua sobre a particula e ma(t) é a intensidade da forga que age na particula.

2.6 Exercicios

Exercicio 2.6.1: Considere as fungoes do Exemplo 2.1.1. Determine e esboce (se
possivel) as imagens e os graficos destas fungoes.

Solucao:
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a) Temos que a imagem de F} é o conjunto
Im(Fy) = {(2t,4t) € R?*|t > 0}. A

Observe que como = = 2t e y = 4t, temos que y(t) =
2x(t), t > 0. Portanto, a imagem desta funcao é a semi-
reta (em R?) y = 2z, * > 0. Uma outra forma de
verificar que trata-se de uma semi-reta, é observar que
Fi(t) = (2t,4t) = t(2,4), t > 0. Portanto, a imagem
desta funcao é a semi-reta (em R?) que contém a origem X
e é paralela ao vetor (2,4) (apenas multiplos positivos

deste vetor). A imagem de F} estd esbocada ao lado.
O gréfico de F} é o conjunto

v

G(F) = {(t,2t,4t) € R*|t > 0}.

z
Conforme observado no item anterior, podemos escrever
o conjunto de pontos (t,2t,4t), t > 0, como (t,2t,4t) =
t(1,2,4), t > 0. Portanto, a imagem desta fungao é a
semi-reta (em R?) que contém a origem e é paralela ao
vetor (1,2,4) (apenas miultiplos positivos deste vetor). X y
JZL
X y

O grafico de F} esta esbocado ao lado.

b) Temos que a imagem de F» é o conjunto
Im(Fy) = {(t,2t,4t) € R*|t > 0}.

Observe que a imagem de F5 coincide com o grafico de
F (figura ao lado).
O gréfico de F; é o conjunto

G(Fy) = {(t,t,2t,4t) € R*|t > 0}.

Como o gréfico de F; estd em R*, nao podemos esboca-
lo.

c¢) Temos que a imagem de F3 é o conjunto
Im(F3) = {(2cost,3 sent) € R*|t € [0, 27]}. y

Observe que como xz(t) = 2cost e y(t) = 3 sent, t €
z2(t 2(t
0, 70

pontos da imagem da fungao F3 estao contidos na elipse 2 2 X
2 2

x4(t t
i ) Y 9( )

mostrar que as equagoes acima representam nao apenas

alguns pontos desta elipse, mas sim, todos os pontos da

mesma (figura ao lado).

[0, 27|, temos que = 1. Portanto, todos os

v

= 1. Nao faremos aqui, mas ¢é possivel
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O gréfico de F3 é o conjunto
G(F3) = {(t,2cost,3 sent) € R* |t € [0,27]}.

Para esbocar este conjunto, observe inicialmente que
sendo y(t) = 2cost e z(t) = 3 sent, temos, conforme

2 2
x4 (t t

visto acima, que T() + yT() = 1. Ou seja, a projecao

do gréfico de F3, no plano yz, é uma elipse. Desta forma,

temos que as coordenadas y e z do grafico da funcao F3

2*(t) |y (1)

estao contidas no cilindro eliptico reto —+-—-+ =1,

x € [0,27], pois © =t € [0,27]. Para finalizar, observe
que a variavel x vai aumentando, variando de x = 0 até
x = 27, conforme o valor de t vai crescendo, pois z = t.
Desta forma, temos como grafico da funcao F3 é uma
curva que faz uma espiral para frente, conforme o valor
de t aumenta. Este exemplo é semelhante ao Exemplo
1.2.8, onde a circunferéncia é substituida por uma elipse
e temos apenas uma volta da hélice. O grafico de F3
esta esbogado na figura ao lado.

d) Temos que a imagem de Fy é o conjunto
Im(F,) = {(cost, sent,t) € R"|t > 0}.

Para esbocar a imagem da funcao Fj, observe que ela é
muito semelhante ao grafico da fun¢ao do Exemplo 1.2.8,
onde os pontos da imagem agora pertencem ao cilindro,
no plano xy, z2(t) + y*(t) = 1, z > 0, pois z =t > 0..
Portanto, a projecao da imagem da funcao Fj, no plano
xy, € a circunferéncia de centro na origem e raio igual a
um. Além disto, quando o valor de t vai aumentando,
a varidvel z também vai aumentando (z = t). Desta
forma, temos como imagem da funcao Fj, uma mola ou
uma semi-hélice na vertical (figura ao lado). O grafico
de Fy é o conjunto

G(Fy) = {(t,cost, sent,t) € R*|t > 0}.

Como o gréfico de Fy estd em R*, nao podemos esboca-
lo.

»

<]

=

O

Exercicio 2.6.2: Obtenha a equagdo da reta tangente a imagem da fungao F'(t) =

T
(cost, sent,t), t € R, no ponto de sua imagem que corresponde a t = — .

2
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~ 70
Solugao: Observe que quando t = 5 temos que

PG = () (5).5) - (003)

Portanto a equacao da reta tangente pedida ¢ igual a
™ T

(r,y,2) = F(2>+)\F'<2>,)\ER

= (0,1.5)+AF" () AeR

Desta forma, devemos encontrar F'’ (g) Derivando entao F' e calculando F'’ <E>,

2
encontramos
z(t) = — sent -
F'(t) = { y(t) = cost :>F’(§> = (~1,0,1)
2(t) =1

A equacao desejada é entao

(z,y,2) = (1,0,%) FA(=1,0,1), )\ €R.

2.7 Apéndice: Uma Observacao Interessante Sobre o
Vetor Derivada

Lembre-se que para uma funcao f : Dom(f) C R — R, sua derivada em um ponto
xo pertencente a um intervalo aberto contido no dominio de f, se existir, fornece o
coeficiente linear da reta tangente ao gréafico de f no ponto (zo, f(x¢)). Portanto, em
se tratando de funcoes da reta na reta, associamos a diferenciabilidade de uma fungao
f a suavidade do seu grafico. O que fizemos agora, nao foi trabalhar com o grafico da
fungoes vetoriais de uma varidvel e sim com sua imagem. Vimos uma interpretagao
geométrica bem diferente para o vetor derivada de funcoes vetoriais de uma variavel,
que ¢ relacionada a sua imagem. Portanto, o fato de uma curva, imagem de uma fungao
vetorial F', apresentar ou nao “bicos”, nada mais tem a ver com a diferenciabilidade
da funcgao vetorial F'. Nos dois exemplos abaixo, ilustramos situagoes que mostram
que nao hé relacao entre a diferenciabilidade de uma funcao vetorial de uma variavel
e o fato de sua imagem possuir ou nao “bicos”. No primeiro exemplo, temos um caso
em (ue uma curva suave pode tanto ser ou nao a imagem de uma funcao diferenciavel
e, no segundo exemplo, temos um caso contrario, em que uma curva que apresenta
“bicos”pode tanto ser ou nao a imagem de uma funcao diferenciavel.
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Exemplo 2.7.1: Considere as trés fungoes vetoriais abaixo.

(t,t%), set >0

Fi(t) = (t,8%), Fy(t) = (>,1°) e Fs3= { (13,19), set <0 °

Determine e esboce a imagem destas fungoes e verifique que F} e F; sao diferenciaveis
na origem, enquanto que F3 nao ¢ diferenciavel na origem.

Solugao: Nos trés casos acima, temos que y(t) =

(x(t))?, de modo que a imagem das trés funcoes é a

pardbola y = 2%, z € R (figura ao lado). Quanto a y
diferenciabilidade destas fungoes, é facil ver que

Fl(t) = (1,2t) e Fy(t) = (3t 6t°),

de modo que 0 X

F/(0) = (1,0) e F3(0)=(0,0).

Observe ainda, que tanto F; como F5 sao diferenciaveis na origem, mas que s6 F; possui
reta tangente na origem (a reta y = 0), uma vez que F3(0) = (0,0). J4 em relagao a
funcao Fj, temos que
(1,2t), set >0
Fi(t) =4 A, set=0 ,
(3t%,6t°), set <0
F3(h) — F3(0)

pois o limite lim nao existe, uma vez que os limites laterais sao diferen-

h—0
tes. De fato,
_ Fy(h) — F(0) (h R
lim " 8 -
et h nhor \ 1 h
— lim (1.h) = (1
Jim (1,7) = (1,0)
e
_ Fy(h) — F3(0) /K3 RS
lim " 78 -
o h nao- \ 1 h
— lim (K2 K5) = .
hggf( ,h%) =(0,0)

Exemplo 2.7.2: Considere as fungoes vetoriais
Gi(t) = (t,|t]) e Ga(t) = (tt],t?), tER.

Determine e esboce a imagem destas funcoes e verifique que G; nao é diferenciavel na
origem, enquanto que G, ¢ diferenciavel na origem.
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Solugao: Observe que

{ (—t%,t?), set <0 y

Galt) = (12,12, set>0 -

Deste modo, temos que

>
f —x(t), sex <0 0 X
y(t) = { z(t), sex>0 "
Portanto, a imagem de G é dada por y = |z|, z € R. Da mesma forma, como

G1(t) = (t,]t]), Vo € R, também temos que y = |z|, x € R, de modo que a imagem
das duas fungdes é igual a y = |z|, x € R (figura ao lado). Vamos agora estudar a
diferenciabilidade destas fungoes na origem. Quanto a diferenciabilidade da fungao G,
observe que
(1,-1), set<0
Gi(t)=<% A, set=0 ,
(1,1), set<0

pois
Gi(h)—G1(0) h h
m, h = om0
= lm (1,1) = (1,1
e
G1(h) — G4(0) ho—
. h =
= hllg{ (1,-1)=(1,-1)
Como lim Gi(h) — G1(0) lim Gi(h) = G (0) , temos que nao existe lim Gh(h) - G1(0)>

h—0- h h—0+ h h—0 h
o que significa que (G; nao é diferencidvel na origem.

Quanto a diferenciabilidade da funcao G5, observe que

(—2t,2t), set <0
Gy(t) =4 (0,0),  set=0,
(2t,2t), set<0

pois,
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e
Go(h) = Gal0) 2o
hlggl* h N hlg(r)li h’ h
= hll)%{ (_hv h’) - (07 0)
Como lim Ga(h) — G2(0) = (0,0) = lim G1(h) — Gi( ),temos que }lbirn G1(h) — G1(0)

h—0— h h—0+ h h

(0,0), o que significa que 671/(0) = (0,0).



